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В настоящее время вопросы реконструкции и модернизации газотранспортной системы является крайне 
актуальными. Рассмотрены существующие методы выбора оптимального количества газорегулирующих 
пунктов по различным критериям. 

Питання реконструкції стосується як магістральних газопроводів так і газорозподільних станцій (ГРС).  
Необхідність в модернізації ГРС обумовлена наступними факторами: 

• довготривалі терміни експлуатації ГРС ПАТ «УКРТРАНСГАЗ», більшість з яких було збудовано в 60-80 роки 
минулого століття; 

• зменшення експлуатаційних витрат на обслуговування ГРС і будинків операторів; 
• зміни характеристик технологічного обладнання ГРС з метою підвищення ефективності та надійності його 

роботи; 
• підвищення рівня контролю і автоматизації технологічних процесів, що відбуваються на ГРС. 

Реконструкція ГРС можлива різними способами: 
1. Реконструкція ГРС шляхом заміни окремих вузлів. 
2. Реконструкція ГРС шляхом заміни існуючої на нову блочно-модульну автоматичну газорозподільну станцію. 
3. Реконструкція шляхом будівництва нової ГРС за індивідуальним проектом. 

У випадку ліквідації окремих ГРС виникає питання заміни їх на газорегуляторні пункти і необхідності вибору 
оптимальної їх кількості. ГРП (газорегуляторний пункт) – комплекс обладнання для зниження тиску газу і 
підтримання його на заданому рівні, змонтований безпосередньо на місці, розташований в будинках (окремо 
стоячих та прибудованих до інших будинків), приміщеннях, вбудованих в будинки, а також на відкритих 
площадках [1].  

Кількість ГРП для живлення газом мереж низького тиску значно впливає на розмір капіталовкладень на 
газифікацію міста. При збільшенні числа ГРП зменшуються розрахункові діаметри газопроводів низького тиску і в 
зв'язку з цим зменшуються металовкладення і вартість мережі низького тиску. Одночасно з ростом числа ГРП 
підвищується вартість самих ГРП, а також мереж середнього або високого тиску, яка живить ці пункти, так як 
збільшується її протяжність. Оптимальне число ГРП відповідає мінімуму сумарних капіталовкладень і 
експлуатаційних витрат в систему газопостачання, тобто мінімуму приведених витрат. 

У роботах П.М. Гофмана-Захарова [2], С.А. Маркова, А.А. Іоніна [3], С.А. Солодкова [4] для вибору 
оптимального числа ГРП пропонується розрахунково-аналітичний метод. В основу цього методу закладена 
теоретична модель газової мережі з правильними квадратними кварталами однакового розміру, з рівномірною 
щільністю газоспоживання на всіх ділянках газопроводів. П.М. Гофман-Захаров рекомендує визначати число ГРП 
по радіусу їх дії в залежності від питомого навантаження в мережах низького тиску. Для схематичної симетричної 
газової мережі можна допустити з деякою погрішністю, що між усередненими витратами газу і діаметром мережі 
низького тиску існує наступна зв'язок: 
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де 
срQ  - усереднена витрата газу; R - радіус дії ГРП; 

допP∆  - допустимий перепад тиску у мережі. 

Надалі розрахунок ведеться за мінімумом сумарної вартості будівництва ГРП і газопроводів: 
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де 
ГРПK  - вартість будівництва всіх ГРП та газопроводів низького тиску;  

          ( )
ср

c b d+ ⋅  - вартість спорудження 1 м газопроводу разом із прокладанням. 

Недоліком даного методу вибору оптимального числа ГРП на газових мережах низького тиску є те, що не 
враховуються зміни середньої довжини ділянки мережі низького тиску, яка практично змінюється в чималому 
діапазоні (приблизно від 50 до 150-300м), а також середньої вартості ділянок газопроводів середнього або високого 
тиску, що підводять газ до ГРП. 

Пізніше був запропонований метод розрахунку оптимальної кількості ГРП по оптимальному навантаженні на 
один ГРП, що дозволяє визначити також конструкцію ГРП і вартість будівництва 
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де 
оптR  - радіус дії ГРП; 

ГРПК  - вартість спорудження ГРП із врахуванням підвідних газопроводів; B - різниця 

вартості спорудження газопроводів діаметром 200 і 100 мм на 1 км; q - питома витрата газу на 1 м газопроводу 
низького тиску; lср - середня довжина ділянки мережі, що визначається шляхом ділення загальної довжини 
газопроводів на число ділянок. 

Для визначення оптимального навантаження 
оптQ  на один ГРП формула має вигляд 
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Даний спосіб прийнятний для ідеалізованої схеми, де ГРП розміщують в шаховому порядку, а відгалуження від 
ГРП – правильними рядами. 

Висновок: з викладеного видно, що розрахунково-аналітичний метод дозволяє вибрати оптимальне число ГРП 
без варіантних гідравлічних розрахунків мереж. Трудомісткість розрахунку при цьому мінімальна. Але, з іншого 
боку, розрахунково-аналітичний метод в силу цілого ряду покладених в його основу припущень і спрощень може 
давати значні похибки. У всякому разі цей метод абсолютно не враховує ні місцевих особливостей кожного міста 
(його планування), ні особливостей розподілу навантажень газоспоживання в кожному конкретному випадку, не 
кажучи вже про існуючу похибки вихідної інформації в стадії проектного рішення. 

А.М. Левін [5] для визначення оптимального числа ГРП на газових мережах низького тиску застосовує метод 
попереднього розрахунку одного варіанта газопроводу. На відміну від раніше описаних способів, при використанні 
методу попереднього розрахунку, по-перше, середня витрата газу при будь-якому радіусі дії визначається через 
заздалегідь підраховану середню витрату при довільно обраному радіусі дії і, по-друге, металовкладення в 
газопроводи також розраховуються через відомі значення 

0N для радіуса дії ГРП R. 

У роботі А.М. Левіна оптимальне число ГРП визначається по мінімуму сумарних капіталовкладень в 
газопроводи і ГРП 
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де 

1N - металовкладення в газопроводи низького тиску, розраховані для деякого числа ГРП 
1n ; r-умовна 

вартість одиниці маси металу. 
Розроблений А.М. Левіним метод визначення оптимального числа ГРП з попереднім розрахунком одного 

варіанту газової мережі дозволяє в якійсь мірі врахувати місцеві особливості схеми газопостачання міста (так як 
вимагає попереднього прорахунку газової мережі при деякому числі ГРП, рівному 

1n ), конфігурацію і планування 

житлових кварталів, характер розподілу навантажень. Однак, в даному способі не враховуються річні 
експлуатаційні витрати на обслуговування ГРП і мережі, а також вартість будівництва газопроводів середнього або 
високого тиску, що підводить газ до ГРП. 
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На организм влияет значительный спектр вредных факторов окружающей среды. Для противодействия им 
пострадавший ищет эффективный, эстетичный и не дорогой выход. Для оказания сорбционной 
детоксикационной помощи организму человека, перспективным является использование твердой лекарственной 
формы покрытой оболочкой. Производство такой формы нуждается в создании алгоритма графическим 
отображением которой есть аппаратная схема. Создание унифицированной схемы позволит легко воспроизвести 
препарат, делая его легко доступным для производства и для пациента. 

 
Довкілля викликає значний вплив на здоров’я населення. Вплив навколишнього середовища різноманітний та 

часто шкідливими факторами, що згубно діють на організм як у гострому так і хронічному розрізі. На практиці для 
запобігання цим факторам та результатам їх дії, а саме самостійної сорбційної детоксикації люди виходять з 
питання власного гаманця та зручності застосування. 

В даний час, на вітчизняному ринку сорбційних препаратів доступними є вуглецеві сорбційні препарати. Форма 
їх випуску різна, як формована, так і неформована, дозована та недозована. 

Зважаючи на те, що при використанні препаратів вугілля спостерігається забарвлення слизової оболонки 
ротової порожнини, актуальним є створення препарату з захисним покриттям, яке запобігатиме небажаному 
забарвлюючому ефекту тим самим не демонструючи оточуючим його застосування.  

Для виробництва потенційного препарату важливою деталлю є необхідність апаратної схему виготовлення та 
вирішення питання складу і структури препарату. Перспективним є виробництво препарату детоксикації 
компактної форми вкритої оболонкою.  

Апаратна схема кожного виробництва включає великий спектр апаратів, які вирішують як окремі технологічні 
завдання так і створюють виробничі на багатьох етапах, не виключенням є й вуглецеві сорбенти, що наведена на 
малюнку 1. 

 
Малюнок 1 – Схема виробництва сорбентів вкритих оболонкою 

Схема демонструє повний цикл виробництва, що включає об’ємне та ваговимірювальне обладнання (ТП2); 
обладнання для диспергування та підготовки сировини на стадії ТП3; етап ТП4 включає в себе змішувач типу 
п’яна бочка, гранулятор тарільчатого типу та сушильний апарат. 

Аргументувати вибір обладнання на ТП4 можна тим, що змішувачі типу «п'яна бочка» періодичної дії 
призначені для ретельного змішування зі збереженням структури сипучих продуктів при відносно невеликій 
витраті енергії і малому часі змішування, стосовно гранулятора тарільчатого типу, то серед грануляторів, що 
дозволяють отримати гранулу потрібної форми у значних кількостях у великих та середніх і малих серіях 
найбільшпродуктивними є саме такий тип грануляторів. Вони призначені для отримання в безперервному режимі 
сферичних гранул середнім розміром від 2 до 20 мм з порошкоподібних матеріалів при додаванні рідкої сполучної 
фази. 

Гранулятор тарільчатого типу являє собою похилу таріль з плоским днищем, що приводиться в обертання 
електромеханічним приводом. Таріль закрита кришкою, на якій змонтовані форсунки для введення сполучника, 
пристрою очищення днища і борту тарелі від налипаючого продукту, технологічні люки і штуцери. Кут нахилу 
тарелі може змінюватися за рахунок повороту рами за допомогою домкрата з індивідуальним приводом. 

Формування сферичних гранул відбувається за рахунок злипання зволожених частинок порошку між собою, 
утворення зародків гранул, їх зростання, ущільнення і скочування на похилій поверхні тарелі, яка обертається. 
Одночасно відбувається процес класифікації гранул за розмірами: дрібні гранули розташовуються в нижній 
частині шару, більші - у верхній частині і при досягненні необхідного розміру перевалюються через борт тарелі.[1] 
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 ТП5 містить спеціалізоване обладнання для підготовки оболонки, яка буде наноситись на етапі ТП6. Крім 
обладнання для нанесення оболонки на стадію ТП6 залучається обладнання для підсушування оболонки, 
аналогічне тому, що застосовується на стадії ТП4. На стадії УМО7 використовується пакувальне обладнання.  

Наведену апаратну схема для сорбційного препарату вкритого оболонкою, що попереджує забруднення ротової 
порожнини можливо адаптувати до виробничих умов багатьох вітчизняних підприємств. Така особливість 
перетворює компактні препарати сорбційної детоксикації вкриті оболонкою на перспективну лікарську форму. 
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Анотація. Розглянуто основні етапи процесу формування безперервнолитого зливку. Для розливки слябових і 

сортових заготовок запропоновано методику визначення швидкості розливки, яка враховує переріз відливки, 
сортамент металу, що забезпечує високу якість продукції і стабільність роботи МБЛЗ. 

Ключові слова: безперервна розливка, швидкість розливки, переріз відливки, сортамент, якість продукції. 
 
Вступ. Якість кінцевої металопродукції багато в чому залежить від якості виплавленої сталі, яка визначається 

не тільки режимами плавки в сталеплавильному агрегаті але й режимом розкислення і легування сталі. Усе більш 
питому вагу здобуває сталь, що розливається на машинах безперервного лиття заготовок (МБЛЗ) з підвищеним 
(більше 0,02%) вмістом алюмінію (трубна, судосталь) і зі зниженим вмістом сірки й фосфору (менш 0,025%). 
Ставиться також завдання забезпечення стабільного вмісту цих елементів у вузьких межах, підвищення засвоєння 
легуючих добавок [1, 2]. 

Киснево-конвертерний цех Дніпровського металургійного комбінату після проведення реконструкції має 
сучасний комплекс поза агрегатної обробки металу, в тому числі, дві установки ківш-піч, відділення безперервної 
розливки сталі з трьома МБЛЗ, що дає можливість випускати конкурентоспроможну продукцію широкого 
сортаменту. 

Постановка задачі. Якість безперевнолитої заготовки (кінцева продукція сталеплавильного переділу) є одним з 
вирішальних факторів, що впливають на споживчі характеристики металовиробів. Основними заходами для 
підвищення якості металопродукції УБРС є: відсічення окисного шлаків при випуску металу зі сталеплавильного 
агрегату; позаагрегатна обробка сталі; нагрівання футеровки ковшів; точний контроль і регулювання температури 
сталі; збільшення ємності промковша; запобігання вторинного окислення сталі в процесі розливання і правильний 
вибір швидкості розливки. 

МБЛЗ підприємства характеризуються різноманітністю: шости- і семи струмкові, розмір перерізу 
кристалізатора коливається від 110х110 мм до 410х500 мм, передбачено будівництво блюмово-слябової МБЛЗ №4, 
реконструкцію МБЛЗ №№ на виробництво круглої безперервно литої заготовки діаметром від 130 до 200 мм [1, 2]. 
Це створює додаткові задачі по оптимізації швидкісного режиму безперервної розливки. 

Результати роботи. Процес формування безперервнолитого зливку складається із двох етапів: 
1. Поступаючий у кристалізатор рідкий метал затвердіває у його стінок, утворюючи тверду оболонку. Оболонка 

зливку на виході із кристалізатора повинна мати достатню товщину й міцність, щоб протистояти дії 
феростатичного тиску. 

2. Безперервнолитий зливок із ще рідкою серцевиною, що потрапляє в зону вторинного охолодження, повністю 
затвердіває у цій зоні. У вторинному охолодженні завершується формування структури зливку. 
Експерименти по вивченню кінетики фронту затвердіння виявили основні закономірності зародження й 

зростання твердої оболонки зливку. Товщина оболонки зливку на виході з кристалізатора залежить від швидкості 
витягування й від фізико-хімічних властивостей сталі, що розливається. Зі збільшенням швидкості товщина 
оболонки зменшується. 

Це пояснюється зниженням тривалості перебування зливка в кристалізаторі, тобто зменшенням кількості тепла, 
що віддається рідким металом охолодній воді кристалізатора. 

На виході з кристалізатора за умовами міцності потрібно забезпечити товщину оболонки не менш  

ξ = 25 ÷ 35 мм 

За дослідним даними, для різних зливків на виході з кристалізатора  

ξкр. = (0,25 – 0,35) α,                                                                         (1) 

де  ξкр. - товщина оболонки на виході зливка з кристалізатора, м; α – половина ширини зливка, м. 



"Інноваційний потенціал світової науки - ХХI сторіччя" (23-28 травня 2016 р.) 

 51 

Наростання оболонки зливка в кристалізаторі й зоні вторинного охолодження задовільно підкоряється закону 
квадратного кореня: 

τ=ξ ê ,                                                                                 (2) 

де ξ - товщина затверділої оболонки заготовки. Максимальна її товщина дорівнює половині товщини заготовки, 
тобто α; κ – коефіцієнт затвердіння, залежно від умов охолодження, розмірів перетину зливка й властивостей сталі, 
що розливається, перебуває в межах 0,023-0,034 хв-0,5 ; τ – час затвердіння, хв. 

Формулу (2) можна представить як 

v
L

ê k=ξ ,                                                                                (3) 

де  Lk - довжина кристалізатора або відстань розглянутого перетину оболонки рівня рідкого металу до виходу її з 
кристалізатора, м; v – швидкість розливання, м/хв. 

Після перетворення формула (3) може бути використана для визначення середньої швидкості розливання, 

2
k

2

g

LK
V

⋅=                                                                                (4) 

Швидкість розливання слябів можна визначити по формулі ЦНДІчермета 

a

1K

V

1
2










β
α+⋅

=                                                                             (5) 

де K  = 0,30 - 0,18 коефіцієнт, що залежить від марки сталі, що розливається, й призначення готової продукції 
(табл. 1); α1 – товщина сляба, м; β – ширина сляба, м. 

Відповідно до досвіду розливання сталі на МБЛЗ, для забезпечення високої якості продукції й стабільної 
роботи машин, визначення по формулі (5) швидкості розливання обмежені для слябів товщиною: 

- 150 мм – 1,6 м/хв.; 
- 200 мм – 1,6 м/хв.; 
- 250 мм – 1,4 м/хв.; 
- 300 мм – 1,2 м/хв. 
Швидкість розливання заготовок квадратного або близького до нього перетину визначається по формулі 

ЦНДІчермета, м/хв: 

α′
= 1

1
k2

V ,                                                                                 (6) 

де k1  = 0,14-1,20 коефіцієнт, що залежить від марки, що розливається сталі й призначення готової продукції 
(табл. 2); α' - сторона квадрата, м. 

 
Таблиця 1 – Значення коефіцієнта «K1» для розрахунків швидкості витягування сляба 

Марка сталі й призначення готової продукції Значення 

Вуглецева звичайної якості й низьковуглецева стабілізована алюмінієм для 
холоднокатаного листа 

0,30 

Вуглецева й низьколегована конструкційна, вуглецева й низьколегована для 
суднобудування, казанобудування, мостобудування й трубна 

0,24 

Кипляча звичайної якості для гарячекатаного листа й сталь вуглецева конструкційна 
кипляча загального призначення й для холоднокатаного листа 

0,24 

Легована й конструкційна 0,20 

Низьковуглецева електротехнічна динамна й трансформаторна 0,18 

 
Через коливання швидкості розливання, пов'язаних з різними технологічними причинами (зниження швидкості 

на початку й кінці розливання серії плавок, при зміні промковшів і т.д.), можлива робоча швидкість становить 60-
90 % максимально припустимої, м/хв 

max1ðîá VÊV ⋅= ,                                                                           (7) 

де K1   = 0,6 - 0,9 
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Таблиця 2 – Значення коефіцієнта «K1» для витягування заготовок квадратного перетину 

Марка сталі й призначення готової продукції Значення «K1» 

Сталь вуглецева й низьколегована конструкційна 0,25 

Сталь вуглецева низьколегована для суднобудування, казанобудування, 
мостобудування й трубна сталь вуглецева, кипляча, конструкційна 

0,23 

Сталь легована конструкційна. Сталь високолегована і сплави для електродів  0,20 

Сталь інструментальна вуглецева , легована й ШХ 0,18 

 
По мірі стабілізації температурного режиму плавок, що подаються на МБЛЗ, відповідно з встановленими 

межами, збільшилась швидкість розливки для заготовок перерізом 335х400 мм і досягло 0,6-0,7 м/хв. 
Низьку швидкість мали 17,6% плавок внаслідок підвищеної температури або запізнення наступної партії на 

розливку. Плавки зі зниженою температурою або некритим стопором розливали зі швидкістю 0,8-0,9 м/хв [3]. 
Висновки. Розглянуто основні етапи процесу формування безперервнолитого зливку. Для розливки слябових і 

сортових заготовок запропоновано методику визначення швидкості розливки, яка враховує переріз відливки, 
сортамент металу, що забезпечує високу якість продукції і стабільність роботи МБЛЗ. 
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ЗГИНАННЯ БАГАТОШАРОВИХ КОНСТРУКЦІЙ ПІД ДІЄЮ ГАРМОНІЧНОЇ СИЛИ 
 

Трубачев С.І., Колодежний В.А. 
Україна, м. Київ 

НТУУ «Київський політехнічний інститут» 
 
В даній роботі представлена методика розрахунку тришарових конструкцій на пружній основі. Представлені 

аналітичні залежності, які дозволяють будувати рішення у замкненому вигляді. Також задача розв’язувалась за 
допомогою метода скінченних елементів (МСЕ). Результати по визначенню прогину пластини, що одержані 
аналітичним та чисельним методами мають похибку не більше 5%, що доводить ефективність приведеного 
підходу. 

 
Для опису кінематики пружної тришарової пластини з жорстким заповнювачем прийняті гіпотези ламаної лінії. 

На пластину діють зовнішні розподілені поверхневі навантаження ( , )q x y , ( , )xp x y , ( , )yp x y . Система 

координат x, y, z зв'язується з серединною площиною заповнювача. Через ( , )w x y , ( , )xu x y , ( , )yu x y  позначені 

прогин і осьові поздовжні переміщення серединної поверхні заповнювача. На контурі пластини передбачається 

наявність жорсткої діафрагми, що перешкоджає відносному зсуву шарів. Позначимо через kh  товщину k -го 

шару, при цьому 3 2h c= , k = 1, 2, 3. 

Використовуючи введені геометричні гіпотези, поздовжні переміщення в шарах ( )ku  можна виразити через 

шукані п'ять функції ,  ,  ,  ,  x y x yu u wψ ψ . 

(1) ,x x x xu u c zw= + ψ − ,  (1) ,y y y yu u c zw= + ψ −  
 1( )c z c h≤ ≤ + , 

(3) ,x x x xu u z zw= + ψ − ,  (3) ,y y y yu u z zw= + ψ −  ( )c z c− ≤ ≤ ,                                        (1) 

(2) ,x x x xu u c zw= − ψ − ,  (1) ,y y y yu u c zw= − ψ −  2( )c h z c− − ≤ ≤ − , 

де z  – відстань від розглянутого волокна до серединної площини заповнювача, u c+ ψ  – величина зміщення 

зовнішнього несучого шару за рахунок деформації заповнювача, для другого несучого шару це зміщення буде 
відповідно ( )u c− ψ .  

Компоненти тензора деформацій виражаються через п'ять шуканих функцій за допомогою співвідношень Коші 
і виразів (1) [1]. 
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Тензор деформацій можна представити у вигляді ( ;  , , , ) :ij ij ijэ i j x y z= ε − εδ =  

( ) ( ) ( )1
( ),

3
k k k

xx yyε = ε + ε    ( ) ( ) ( )2 1
,

3 3
k k k

xx xx yyэ = ε − ε    ( ) ( ) ( )2 1
,

3 3
k k k

yy yy xxэ = ε − ε  

(3) (3),xz xzэ = ε    (3) (3)
yz yzэ = ε  .                                                              (2) 

Внутрішні зусилля і моменти визначаємо як [1]: 
3

( ) ( )

1

,
k

k k
xx xx

k h

N dz
=

= σ∑ ∫   
3

( ) ( )

1

,
k

k k
yy yy

k h

N dz
=

= σ∑ ∫
 

3

(3) ,x xz
h

Q dz= σ∫   

3

(3) ,y yz
h

Q dz= σ∫   
3

( ) ( )

1

,
k

k k
xy xy

k h

Q dz
=

= σ∑ ∫                                    (3) 

3
( ) ( )

1

,
k

k k
xx xx

k h

M zdz
=

= σ∑ ∫  
3

( ) ( )

1

,
k

k k
yy yy

k h

M zdz
=

= σ∑ ∫  
3

( ) ( )

1

,
k

k k
xy xy

k h

M zdz
=

= σ∑ ∫  

де ( )k
xxσ , xσ , ( )k

yyσ , yσ  – компоненти тензора напружень в шарах пластини, інтеграли беруться за товщиною k -

го шару. 
Враховуємо роботу заповнювача в тангенціальному напрямку: 

3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

{[ ( 2 ) ]
k

k k k k k k
xx xx yy yy xy xy

kS h

W dz
=

δ = σ δε + σ δε + σ δε +∑∫∫ ∫  

3

( ) ( ) ( ) ( )2 ( ) }k k k k
xx xx yy yy

h

dz dxdy+ σ δε + σ δε∫ .                                      (4) 

В якості співвідношень між напруженнями та деформаціями в шарах використовуємо закон Гука: 

( ) ( )2k k
kij ijS G э= ,   ( ) ( )3 ,k k

kKσ = ε     ( 1,2,3;   , , , ),k i j x y z= =                             (5) 

де ,  k kG K  – модулі зсуву та об'ємної деформації, ( )k
ijS , ( )kσ  – девіаторна і кульова частини тензора напружень, 

( ) ( ),  k k
ijэ ε  – девіаторна і кульова частини тензора деформацій. 

Компоненти тензора напружень у шарах будуть:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 2
,

3 3
k k k k k k k k k

xx x xx xx yy yy k xx k yyS G K G K K K+ −σ = + σ = ε + ε − ε + ε = ε + ε  

( ) ( ) ( ) ,k k k
yy k xx k yyK K− +σ = ε + ε   ( ) ( )2 ,k k

xy k xyGσ = ε                                               (6) 

(3)
32 ,xz xzGσ = ε   (3)

32 ,yz yzGσ = ε  

де 
4

,
3k k kK K G+ = +  

2
.

3k k kK K G− = −  

Підставляючи у (6) вирази деформацій через шукані переміщення (1) та використовуючи інтегрування по 
товщині кожного з шарів, отримаємо систему рівнянь [1] 

1 2 3 8 9( , , ) ( , , ) ( , , ) , , ,x xx y yx x xx y yx xxx yyx x yy x yy xa u u a a w w a u a p+ + ψ +ψ − + + + ψ = −  

1 2 3 8 9( , , ) ( , , ) ( , , ) , , ,y yy x xy y yy x xy yyy xxy y xx y xx ya u u a a w w a u a p+ + ψ +ψ − + + + ψ = −                (7) 

2 4 5 9 10 7( , , ) ( , , ) ( , , ) , , 0,y yy x xy y yy x xy yyy xxy y xx y xx ya u u a a w w a u a a+ + ψ +ψ − + + + ψ − ψ =  

де 
3

1
1

k k
k

a h K+

=
= ∑ , 2 1 1 2 2( ),a c h K h K+ += −  1 2

3 1 1 2 2( ) ( ) ,
2 2

h h
a h c K h c K+ += + − +                            

     2 3
4 1 1 2 2 3

2
( ) ,

3
a c h K h K c K+ + += + +     31 2

5 1 1 2 2 3
2
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2 2 3

h h
a c h c K h c K c K+ + += + + + +  

     
2 2

2 2 31 2
6 1 1 1 2 2 2 3

2
[ ] [ ] ,

3 3 3

h h
a h c ch K h c ch K c K+ + += + + + + + +  7 32 ,a G c=  
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     9 1 1 2( ),a G c h h= −  2 3
10 1 1 2 2 3

2
( ) .

3
a c G h G h c G= − +  

Приймаються граничні умови, що відповідають вільному опиранню пластини по краях. Тоді для шуканих 
переміщень повинні виконуватися при 0,  1x =  наступні вимоги [2]: 

0x y x yu u w= = ψ = ψ = = .                                                                 (8) 

Для  відповідності умов (8) рішення системи диференціальних рівнянь (7) приймається у вигляді розкладання в 
подвійні тригонометричні ряди [2-4]: 

, 1

sin sinmn
n m

nx mx
w W

a b

∞

=

π π= ∑ , 1
, 1

cos sinx mn
n m

nx mx
u U

a b

∞

=

π π= ∑ , 

2
, 1

sin cosy mn
n m

nx mx
u U

a b

∞

=

π π= ∑ ,                                                           (9) 

1
, 1

cos sin ,x mn
n m

nx mx

a b

∞

=

π πψ = ψ∑   2
, 1

sin cosy mn
n m

nx mx

a b

∞

=

π πψ = ψ∑ , 

де  1 2 1 2,  ,  ,  ,  mn mn mn mn mnU U Wψ ψ  – невідомі амплітуди переміщень. 

Нехай поздовжнє навантаження 0,  0x yp p≡ ≡ . Поперечне навантаження q  представимо у вигляді 

розкладання в подвійний тригонометричний ряд: 

, 1

sin sin ,mn
n m

nx mx
q q

a b

∞

=

π π= ∑  

0 0

4
( , )sin sin .

a b

mn
nx mx

q q x y dxdy
ab a b

π π= ∫ ∫           (10) 

Після підстановки переміщень (9) і навантаження (10) в рівняння (7) отримаємо систему лінійних алгебраїчних 
рівнянь для визначення шуканих амплітуд переміщень: 

6 1 7 2 8 1 9 2 1 0,mn mn mn mn mnb U b U b b b W+ + ψ + ψ + =
 

7 1 11 2 9 1 12 2 2 0,mn mn mn mn mnb U b U b b b W+ + ψ + ψ + =  

8 1 9 2 13 1 14 2 3 0,mn mn mn mn mnb U b U b b b W+ + ψ + ψ + =                                           (11) 

9 1 12 2 14 1 10 2 4 0,mn mn mn mn mnb U b U b b b W+ + ψ + ψ + =  

1 1 2 2 3 1 4 2 5 ,mn mn mn mn mn mnb U b U b b b W q+ + ψ + ψ + =  

де коефіцієнти jb  виражаються через величини ia  і залежать від параметрів m і n. 

Рішення системи (11) можна отримати чисельно за допомогою оберненої матриці. Після визначення амплітуд 

1 2 1 2,  ,  ,  ,  mn mn mn mn mnU U Wψ ψ  шукані функції обчислюються за формулами (9). 

Переміщення в несучих шарах і заповнювачі знаходяться з співвідношень (1). 
Розрахунок здійснювався для тришарової пластини, матеріал несучих шарів якої Д16Т, а заповнювача – 

фторопласт. Основу вважаємо пружною з коефіцієнтом жорсткості k . Відносні товщини шарів приймалися 

1 0,02h = , 2 0,04h = , 0,09c = , співвідношення сторін пластини – 1,  1a b= = . Розрахунки проводилися двома 

способами: за розглянутою вище методикою та методом скінченних елементів (МСЕ) [6-8]. Максимальна похибка 
не перевищувала 2,8 %. Графік зміни прогину тришарової пластини показаний на рис.1. 

 

 

Рис. 1. Графік зміни прогину тришпровиї пластини: 
1 100 МПа м ,k− =  2 5000 МПа мk− =  
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